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Linearni algebra

Matice a hodnost matice

Ukazkovy priklad 1 — Ur¢eme hodnost matice

A =
1 -1 2 4
3 1 0 2
2 1 1 2
-1 1 -1 -3

Reseni: K uréeni hodnosti matice A pouZijeme Gaussiiv algoritmus, tj. algoritmus, pfi kterém pomoci
ekvivalentnich uprav provedeme matici A na horni lichobéZnikovou matici, kterd je s ni ekvivalentni:

A =
1 -1 2 4
3 1 0 2
2 1 1 2
-1 1 -1 -3
1 - prohodime prvni a druhy sloupec a potom jsme prvni fadek postupné pricetli ke vSiem ostatnim
radkam
Al =
1 -1 2 4
0 4 2 6
0 3 3 6
0 0 1 1

2 — Treti Fadek jsme vyndsobili ¢islem 1/3 a prohodili jsme ho s druhym Fddkem

A2 =
-1 1 2 4
0 1 1 2
0 4 2 6
0 0 1 1

3 — Ke tretimu radku jsme pricetli (-4) ndsobek druhého radku

A3 =
-1 1 2 4
0 1 1 2
0 0 -2 -2
0 0 1 1

s v

4 — Viynechali jsme treti radek je (-2) ndsobkem ctvrtého radku

A4 =
-1 1 2 4
0 1 1 2
0 0 1 1

Posledni matice je horni lichobéznikovad (vsechny prvku na hlavni diagondle jsou riizné od nuly a
vSechny prvky pod hlavni diagondlou jsou rovny nule) matice. Vime Ze hodnost takové matice je rovna
poctu jejich radki. Rovnost posledni matice je tedy rovna tfem a teda h(A4) = 3.

Ukazkovy priklad 2 — Uréeme hodnost matice
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Bl =
1 2 -1
5] X 2X
0 X X2
B2 =
1 2 -1
5] X 2%
2} 2] X (X-2)

Z posledni matice, kterd md pro kazdé X € R stejnou hodnost jako matice B je vidét:
Jestlize X = 0 potom h(B) = 1

Jestlize X = 2 potom h(B) = 2

Jestlize X # 0 a soucasné X # 2 potom h(B) = 3

Cviceni

1 — Ve cvicenich uréete hodnosti danych matic

a
A =
2 -1
1 1
b
B =
-1 3
2 -6
C
C =
-1 2 1
1 2 3
d
D =
2 5 -3
3 1 2
5 19 -14
e
E =
2 -2 3 1
1 2 1 3
3 0 4 4
1 2 3 1

2 — Ve cvicenich urcete hodnosti danych matic v zavislosti na parametru X € R

a
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-3 2
a4 X
b
b =
-2 5] 1
1 2 1
4] 3 X
C
c =
2 X 4]
-2 1 2X
2X Xr-x-1 0
Determinanty

Ukazkovy priklad 1 — Vypocteme determinanty matic

2. -1, 2
D, =2 8 Dp,=l3 1 1
2, % 1.1, 2

Reseni: Determinant D1 druhého stupné vypocteme jako rozdil soucinu prvki na hlavni diagondle a
soucinu prvki na vedlejsi diagondle

D, = g "‘g =3-5—(—8)-2=3l1

Determinant D2 tfetiho stupné vypocteme pouzitim Sarrusova pravidla, tj. pomoci schématu:

+ o+ o+ -

N N N SO S 7
2 -1 2 2 -1
3 1 1 3 1
1 1 2 1 1

Tedy

=4+ (-1)+6]-2+2+(—6) =11

o

3

I

Sl

[a—
B S
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Ukazkovy priklad 2 — Vypocteme determinant matice

1, 0, 2, 3
2, 1, 3, 2
4, 0, 3, -1
3, 2, 1, =2

Reseni: Dany determinant matice vypocteme rozvojem podle nékterého Fddku, popf, sloupce. ProtoZe
ve druhém sloupci jsou dva prvky rovny nule, rozvineme dany determinant podle tohoto sloupce:

;* (1)’ g 3 2, 3 2 1, 2, 3
P =0-(=1)%.]4, 3, —-1|+1-(=1)*-|4, 3, -1+
40,3 -l 3, 1, -2 3, 1, -2
3, 2, 1, -2 oo v
1, 2, 3 1, 2, 3
+0-(-1)5-12, 3, 2[+2-(-1%-[2, 3, 2{=0+1-(-10)+0+2-(-7)=-24
3, 1, -2 4, 3, -1

Prislusné determinanty tretiho stupné jsme vypocetli Sarrusovym pravidlem (prvni a tieti z téchto
determinanti samozrejmé pocitat nemusime).

Ukazkovy priklad 3 — Vypocteme determinant matice

2, 3, -2, 2

5, 6, -3, 4
3, 4, -3, 2
-2, 9, 3, 3

Reseni: Kdybychom tentokrdt rozvinuli dany determinant podle nékterého fédku nebo sloupce,
nemuseli bychom pocitat Ctyfi determinanty tretiho stupné. Abychom se tomu vyhnuli, upravime
nejdrive pocitany determinant tak, aby v nékterém radku nebo sloupci byly aZ na jeden prvek samé
nuly. V rozvoji podle tohoto Fddku nebo sloupce pak bude jediny nenulovy scitanec:

1 - Ke tretimu sloupci jsme pricetli prvni sloupec a ke ¢tvrtému sloupci jsme pricetli (-1) ndsobek
prvniho sloupce. Druhy sloupec jsme vyndsobili ¢islem 2 (protoZe tato uprava hodnotu determinantu
zdvojndsobi museli jsme novy determinant soucasné vyndsobit Cislem %) a takto upravenému
druhému sloupci jsme pricetli (-3) ndsobek prvniho sloupce

2, 0, 0, O
1 51 - 31 23 -1
2 3, -1, 0, -1

2 — Determinant jsme rozvinuli podle prvniho Fadku
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Ukazkovy priklad 4 — Vypocteme determinant matice

1, -1, 3, 2
2, 1, 2, 1
-1, 3,1, 2
2, 2, 3 2

Reseni: Vypocet daného determinantu tentokrdt provedeme na vypocet determinantu horni
trojuhelnikové matice:

1 —Ke cCtvrtému radku jsme pricetli (-1) ndsobek druhého radku. Ke druhému rdadku resp. tfetimu
radku jsme pak pricetli (-2) ndsobek prvniho fadku resp. prvni radek

1, -1, 3, 2
0, 3, -4, -3
0, 2, 4, 4
0o, 1, 1, 1

1 ?

2 — Prohodili jsme druhy a Ctvrty fddek (protoZe tato uprava zméni znaménko determinantu museli
jsme soucasné novy determinant vyndsobit cislem (-1))

1. -1, 3, 2
(<1) 0, 1, 1, 1
0, 2, 4, 4
0, 3, -4, -3
3 — Treti Fddek jsme vyndsobili Cislem ¥ (soucasné jsme museli novy determinant vyndsobit &islem 2),

jinak Feceno, ze tfetiho Fadku jsme pred determinant ,vytkli“ ¢islo 2. Ke ¢tvrtému Fadku jsme pak
pficetli 7 ndsobek upraveného tretiho radku.

1, -1, 3, 2
0, 1, 1, 1
0, 0, 1, 1
0, 0, 0, 1

3

—9.

H b

4 — Determinant horni trojuhelnikové matice je roven soucinu prvki hlavni diagondle

-2
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1 — Ve cvicenich vypoctete determinanty danych matic

-1, -3
-2, 5
b
-1, -3
-2, 5
2, -1
4, —2
d
-1, 3
5, 2
e
1, 6 -8
9, 9, 7
3, -1, 0
f
2, 1, 2
2, 0, 3
1, 1, 2
g

HOP[\J
|
—
|
ul\.’)
—_— = O L
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Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Ukazkovy priklad 1 — Reste soustavu linearnich rovnic

|
=

1+ T2 — T3 — T4
1+ 2x9 — 3+ 4
2ry — T2 + x3 + 214
—T) + T+ T3 — T4

I
A

(1)

Reseni: Danou soustavu budeme fesit Gaussovou eliminacni metodou. Tato metoda spocivd ve dvou
krocich:

Vv

1 -V prvnim kroku upravime matici soustavy a také rozsifenou matici soustavy na horni

vs sy

lichobéznikovy tvar (matice ,,koncici” svislou ¢arou je matice soustavy, ,,celd” matice je rozsirend
matice soustavy):

1, 1, -1, -1
1, 2, -1, 1
2, -1, 1, 2
1, 1, 1, -1

W =

1.1 — Ke druhému resp. tretimu resp. ctvrtému radku jsme pricetli (-1) ndsobek resp. (-2) ndsobek
resp. 1 ndsobek prvniho radku

., —1
, 2
4
, —2

-

Ll o B

1 -1
0 0
0, -3, 3
0 0

1.2 — Ke tfetimu resp. ¢tvrtému fadku jsme pricetli 3 nasobek resp. (-2) nasobek druhého fadku
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1, 1
0, 1
0, 0,
0, 0

, —1 0

b
-

b

1
0
3, 10 16
0, -6 | —6

-

Hodnost h matice soustavy je 4 a hodnost h’ rozsifené matice soustavy je také 4. To podle Frobenovy
véty znamend, Ze dand soustava md alespori jedno rfeseni. PFitom pocet n nezndmych je 4. Soustava
(1) md pravé jedno reseni.

vy

Vysledné rozsifené matici odpovidd soustava linedrnich rovnic

0,

I

1+ Tp — T3 — X4

s + 21.‘4 = 5, (2)
3133 + 10$4 = 16,
— 6.734 = —0.

Soustavy (1) a (2) jsou ekvivalentni soustavy a maji stejnd reseni.

2 —Druhym krokem Gaussovy eliminacni metody je tzv ,,zpétny chod”, tj. nalezeni feceni soustavy
(2) ndsledujicim zplsobem:
Z posledni rovnice soustavy (2) vypocteme x4 = 1, dosadime do treti rovnice a vypocteme x3=2,
ddle x3 a x4 dosadime do druhé rovnice a vypocteme x2 = 3 a konecné za x2, x3 a x4 dosadime do
prvni rovnice a vypocteme x1 = 0.

Jedinym fesenim soustavy rovnic (1) je tedy vektor (0,3,2,1).
Ukazkovy ptiklad 2 — Reste soustavu linearnich rovnic
—Z1 + 220+ X3 — T4=—1,

- Iop—~ I3+ 314 3,
z1 + 3x2 + 2z3 — 4x4 = —4,

5y + 2x2 +4z4 = 4.
Reseni:
-1, 2, 1, -1 —1 -1, 2, 1, -1 -1
0, -1, -1, 3 3 ~ 0, -1, -1, 3 3 -
1, 3, 2, —4 —4 0, 5, 3, -5 -5
9, 2, 0, 4 4 0, 12, 5, —1 -1
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-1, 2, 1, -1] =1
0, -1, -1, 3 3
~“1 o0, o0 -2 10| 10
0, 0 -7, 35| 35

1 — Ctvrty Fadek jsem vynechali (je 7/2 — nasobkem tfetiho fadku) a tfeti Fadek jsme vydélili &islem -2

-1, 2, 1, -1} -1
0, -1, -1, 3 3
0, 0 1, -5 | =5

Pro hodnosti matice soustavy h a rozsifené matice soustavy h” a pocet neznamych nplatih=h"=3,n
=4. Dand soustava ma proto nekone¢né mnoho feseni zavislych nan —h =4 -3 =1 parametru.

Vysledné rozsifené matici odpovida soustava linearnich rovnic

—Z1 + 222 + 3 — T4 = —1,
— I3 — 13+ 34 = 3,
1:3—535'4:—5.

Vsechna feseni ziskame tak, Ze nezndmou x4 volime libovolné tj. x4 = a ( a € R je parametr), a z tfeti,
druhé a prvni rovnice rovnice soustavy uvedené vyse pak postupné jednoznacné vypocteme:

I3 =-—-5+5a, Tp =2 — 2_0, r, =10
Re$enimi soustavy jsou proto pravé viechny vektory
(0, 2 — 2a, =5+ 5a, a) € R*, kde a€R.
Re$eni mdZeme zapsat také ve tvaru

(0,2, -5,0) + a(0,-2,5,1) € R*, kde a€R.

Ukazkovy pfiklad 3 — Reste soustavu linearnich rovnic

3121 — I — I3z = 0,
21 + 319 — 223 = —1,
dr, — Bxs = 2.
Redeni
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Fakulta lesnicka
a dievafska

r1 T2 I3

3, -1, -1 0
2, 3, -2 -1
4, =5, O 2

Zaménime poradi sloupcl — pro vysetfeni hodnosti matice je tato Uprava ekvivalentni Gpravou pfi
zpétném chodu si vSak musime uvédomit, Ze mame zménéno poradi nezndmych.

T3 To I Iz T2 Ig

-1, -1, 3 0 -1, -1, 3 0
-2, 3, 2 -1 | ~ 0, 5, —4 1)~
0, =5, 4 2 0, -5, 4 2

I3 o I
-1, -1, 3 0
0, 5 -4 | -1
0, 0, O 1

Pro hodnosti matice soustavy h a rozsifené matice soustavy h” platih” =3, h =2 tjh nerovnd se h’,
dana soustava proto nema zadné feseni (poslednimu radku vysledné rozsifené matice odpovida
sporna rovnice 0x3 + 0x2 + 0x1 = 1).

Cviceni

1 — Ve cvicenich feste dané soustavy rovnic

a

2.’131— 3322—3
Ty + 2z, = 1

b

22:1— 1:2=3

6y — 3z =2

C

3z, — T2+ 2x3= 9
21 + 3z2 + z3 =
Ty — 4z + 5z3 =11

oV]

1+ s —3r3 = —2
2.7,‘1 — 2.’82 + z3 = -5
S5t — 310 — 3= -12
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1+ 2x2 — 3x3+ T4 = -5
2x1 + 310 — zz3+2z4= 0
Ty — X+ 4wy — 3x4 = 15
Ty + Zp— 23— T4=-3

Ty] — 222 + 313 — 414 = 5
3, + xp — 23+ x4=-3
9zy — 4z9 + 523 — 1024 = 9

g
1 + x2 + 5= -2
z1 + T2 + I3 = 2
To + T3 + T4 = 1
z3 + x4+ x5 = -1

1
[
o

g4 + Ts
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